12 0. Grundbegriffe

Abb. 0.4.1. Ein Graph mit drei Komponenten und Gertist
(K'+«K4)UK*UP*

Trenner ist ein A-B-Trenner; insbesondere gilt dann AN B C X. Die Menge
X trennt zwei Ecken a,b, falls sie die Mengen {a} und {b} trennt und
a,b £ X ist. Allgemeiner trennt X den Graphen G, wenn X zwei Ecken

Artikulation in G trennt. Eine Ecke, die zwei andere Ecken der gleichen Komponente

Briicke trennt, heifit Artikulation. Fine Kante heifit Briicke, wenn sie ihre End-
ecken trennt; dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn sie auf keinem
Kreis liegt.

w
Abb. 0.4.2. Ein Graph mit Artikulationen v, w, z,y und
Briicke e = zy
Teilung Das ungeordnete Paar {A, B} heifit Teilung von G mit den Seiten

Aund B, wenn AUB =V ist und G keine Kante zwischen A\ B und
B~ A hat. Letzteres ist offensichtlich dquivalent zu der Aussage, dass
A von B durch AN B getrennt wird. Wenn weder A~ B noch B\ A
leer ist, heifit die Teilung echt. Die Zahl |[AN B| ist die Ordnung der

k- Teilung {4, B}.

zusammen- G heiBit k-zusammenhdingend (fiir k € N), wenn |G| > k gilt und

hangend G — X fiir jede Eckenmenge X C V der Méchtigkeit < k zusammenhén-
gend ist, also keine zwei Ecken von G durch weniger als k andere Ecken
getrennt werden.

Jeder nicht leere Graph ist somit 0-zusammenhéngend, und die 1-
zusammenhdngenden Graphen sind gerade die nicht trivialen zusammen-
héngenden Graphen. Die grofite natiirliche Zahl k, fiir die G k-zusam-

K(G) menhéngend ist, ist der Zusammenhang k(G) von G. Insbesondere ist
#(G) = 0 genau dann, wenn G nicht zusammenhiingend oder ein K ist,

t-kanten-  und es gilt kK(K") = n—1 fir alle n > 1.

zusammen- Ist |G| > 1, so heifit G {-kantenzusammenhingend, wenn G — F

héngend fiir jede Kantenmenge F' C E der Maichtigkeit < ¢ zusammenhingend
ist. Das grofite £ € N, fiir das G f-kantenzusammenhéngend ist, ist der
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0.5 Baume und Walder 17

Ein normaler Baum T in G kann ein méchtiges Hilfsmittel sein, um
die Trennungseigenschaften von G zu beschreiben:

Lemma 0.5.5. Sei T ein normaler Baum in G.

(i) Je zwei Ecken x,y € T werden in G durch die Menge [x] N [y]
getrennt.

(i1) Ist S C V(T) = V(G) nach unten abgeschlossen, so werden die
Komponenten von G — S von den Mengen |z| aufgespannt, fiir
die x in T — S minimal ist.

Beweis. (i) Es sei P ein beliebiger x—y-Weg in G; wir zeigen, dass
P die Menge [z] N [y] trifft. Dazu betrachten wir eine minimale Folge
t1,...,t, in V(PNT) mit der Eigenschaft, dass ¢t = 2 und ¢,, = y ist und
t; und ¢;11 in der Baumordnung von T fiir alle ¢ vergleichbar sind. (Solch
eine Folge existiert: die Folge aller Ecken von P in V(T') etwa erfiillt
diese Bedingungen, da T normal ist und jedes Segment ¢, Pt; 1, entweder
eine Kante von T oder ein T'-Weg ist.) In unserer minimalen Folge kann
es nun nicht passieren, dass t;_1 < t; > t;41 gilt fiir irgendein i: dann
wiéren t;_1 und ;41 vergleichbar, und durch Loschen von ¢; erhielten wir
eine kleinere solche Folge. Es gibt also ein k € {1,...,n} mit

=t >...> <...<th, =9y.

Da t in [z] N [y] NV (P) liegt, folgt die Behauptung.

(ii) Betrachten wir eine Komponente C' von G — S, und in V(C)
ein minimales Element x. Dann gibt es in V(C) kein weiteres minimales
Element 2': da z und z’ unvergleichbar wiren, enthielte nach (i) jeder
z—2'-Weg in C eine Ecke unter beiden, im Widerspruch zu ihrer Mi-
nimalitdt in V(C). Da jede Ecke von C iiber irgendeinem minimalen
Element von V(C) liegt, liegt sie damit iiber . Umgekehrt liegt aber
auch jede Ecke y € |z] in C: da S nach unten abgeschlossen ist, liegt
der aufsteigende Weg Ty ja ganz in T — S. Somit gilt V(C) = |z].

Wir zeigen nun, dass  minimal nicht nur in V(C) sondern in ganz
T — S ist. Die Ecken unterhalb von z bilden eine Kette [¢] in 7. Da ¢ zu
x benachbart ist, folgt aus der Maximalitéit von C als Komponente von
G — S, dass t in S liegt. Da S nach unten abgeschlossen ist, gilt dann
auch [t] € S. Damit haben wir bewiesen, dass jede Komponente von
G — S die behauptete Form hat.

Ist umgekehrt x irgendein minimales Element von T'— S, so ist «
natiirlich auch minimal in der Komponente C von G — S, die es enthélt.
Wie oben folgt C' = |z]. O

Normale Spannbdume werden in der Informatik meist Tiefensuch-
bdume genannt, weil man sie durch ein bestimmtes Suchverfahren auf
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(Die Einschränkung ist nur nötig, da nach Definition von "Trenner" zwei Ecken x,y nur durch Eckenmengen getrennt werden können, die sie nicht enthalten.)
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Proposition 4.2.2. Fiir jeden Graphen G gilt

X(G) < col(G) =max{d(H) | HC G}+1.
O

Die Reihenzahl eines Graphen ist eng mit seiner Arborizitit verkniipft;
vergleiche dazu die Bemerkung nach Satz 1.4.3.

Proposition 4.2.2 zeigt, dass jeder k-chromatische Graph einen Teil-
graphen vom Minimalgrad mindestens k£ — 1 hat. Dieser Teilgraph kann
selbst k-chromatisch gewéhlt werden:

Lemma 4.2.3. Jeder k-chromatische Graph hat einen k-chromatischen
Untergraphen mit Minimalgrad mindestens k — 1.

Beweis. Betrachte einen kritisch k-chromatischen Untergraphen H:
einen solchen, den jede Loschung einer (weiteren) Ecke 2-farbbar macht.|
Hétte H eine Ecke v vom Grad d(v) < k —2, so kénnten wir eine (k —1)-
Férbung von H — v zu einer (k — 1)-Férbung von H ergénzen, mit Wi-
derspruch zur Wahl von H. O

Wir sahen eingangs, dass fiir jeden Graphen G die Abschétzung
X(G) < A(G) + 1 gilt, mit Gleichheit fiir vollstindige Graphen und
Kreise ungerader Lénge. Der folgende Satz zeigt, dass in allen anderen
Fillen die Abschitzung ein wenig verbessert werden kann:

Satz 4.2.4. (Brooks 1941)
Es sei G ein zusammenhédngender Graph. Ist G weder vollstindig noch
ein Kreis ungerader Lénge, so gilt x(G) < A(G).

Beweis. Wir verwenden Induktion nach |G|. Ist A(G) < 2, so ist G
ein Weg oder Kreis, und die Behauptung ist trivial. Es gelte daher
A := A(G) > 3, und die Behauptung sei wahr fiir Graphen kleinerer
Ordnung als |G|. Angenommen, x(G) > A.

Es sei v € G eine beliebige Ecke und H := G —v. Dann ist x(H) < A:
fiir jede Komponente H’ von H gilt nimlich nach Induktionsannahme
x(H") < A(H') < A, sofern H' nicht vollstdndig oder ein ungerader
Kreis ist; in jenem Fall ist jedoch x(H') = A(H')+1 < A, da jede Ecke
von H' maximalen Grad hat und eine dieser Ecken in G zusétzlich zu v
benachbart ist.

Da G nach Annahme nicht mit A Farben farbbar ist, gilt:

Jede A-Féarbung von H verwendet alle Farben 1, ..., A auf (1)
den Nachbarn von v; insbesondere ist d(v) = A.

Wann immer wir eine A-Féarbung von H betrachten, bezeichnen wir
den mit der Farbe ¢ gefirbten Nachbarn von v als v;, sowie mit H; ; den
Untergraphen von H, den die Ecken mit den Farben ¢ und j aufspannen.

[6.3]
[7.2.1]
[7.2.3]
[9.2.3]

v, H
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4.2 Eckenfarbungen 135

Bislang haben wir einige notwendige Bedingungen fiir hohe chro-
matische Zahl gesehen, in der Form oberer Schranken fiir x. Ist etwa
X(G) = k, so folgt A(G) > k (solange G nicht vollstindig oder ein
ungerader Kreis ist), und G hat einen Teilgraphen vom Minimalgrad
mindestens k£ — 1. Diese Bedingungen sind aber alles andere als hinrei-
chend: ist etwa G = K, », so gelten sie fiir alle k < n, aber x(G) = 2.

Es wiire schon, auch hinreichende Bedingungen fiir x > k zu kennen.
Falls diese leicht nachzupriifen sind, konnten sie als , Zertifikate* dafiir
dienen, dass wir einen gegebenen Graphen wirklich nicht mit weniger
als k Farben farben konnen — uns also nicht nur zu dumm anstellen.
Konnen wir dann vielleicht noch zeigen, dass diese Bedingungen auch
hinreiehend sind, dann konnten sie das Phdnomen x > k erkldren —
so wie die Heiratsbedingung die Nichtexistenz gewisser Paarungen in
bipartiten Graphen erklért: ist sie verletzt, kann die gewiinschte Paarung
offensichtlich nicht existieren, und wann immer eine solche Paarung nicht
existiert, ist die Bedingung auch wirklich verletzt.

So kénnten wir beispielsweise versuchen, die Klasse X}, der C-mini-
malen Graphen chromatischer Zahl > k zu bestimmen. Wie man leicht
zeigt (vgl. Lemma 10.6.1), gilt fiir einen beliebigen Graphen G genau
dann x(G) > k, wenn er einen Teilgraphen in X} hat, analog zum Satz
von Kuratowski iiber Plattbarkeit. Jeder Teilgraph von G in &}, ist somit
ein Zertifikat fiir x(G) > k, und zusammen ,erkliren® diese Zertifikate
das Phénomen yx > k im besprochenen Sinne.

Doch sind diese Teilgraphen X € X} in beliebigen Graphen G mit
X(G) = k leicht zu finden? Oder zumindest leicht zu {iberpriifen: werden
wir fiir jedes X € X, leicht zeigen konnen, dass X wirklich in &), liegt —
oder zumindest dass x(X) > k, was fiir die Zertifikatfunktion von X ja
reicht? Wer werden auf diese Frage gleich zuriickkommen.

Eine offensichtlich hinreichende Bedingung fiir x(G) > kist K* C G.
Diese Bedingung ist aber nicht notwendig: wie Satz 4.2.5 zeigt, braucht
ein k-chromatischer Graph noch nicht einmal ein Dreieck zu enthalten.
Somit ist K* zwar eine Element von X}, aber nicht das einzige. Umge-
kehrt haben nach Lemma 4.2.3 zwar alle Graphen in X} einen Minimal-
grad von k — 1 oder hoher, aber nicht alle solche Graphen erfiillen x > k.

Der folgende grundlegende Satz von Erdés impliziert, dass X} nicht
endlich sein kann. Es gibt sogar fiir kein k eine endliche Menge X von
Graphen X mit x(X) > 3 so dass jeder k-chromatische Graph einen
Teilgraphen in X besitzt:

Satz 4.2.5. (Erdés 1959)
Fiir jedes k € N existiert ein Graph G mit Taillenweite g(G) > k und
chromatischer Zahl x(G) > k.

Satz 4.2.5 wurde zuerst nicht-konstruktiv unter Verwendung von
Zufallsgraphen bewiesen; diesen Beweis werden wir in Kapitel 9.2 ken-

[7.2.3]
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4.5 Perfekte Graphen 153

KnNA; =0 fiir genau ein ¢ # 0: nach (3) fiir die eindeutig bestimmte
Ecke u € KN Ap, und (2) fiir alle anderen Ecken u € Ay.

Es sei J die reelle (aw + 1) x (aw 4 1)-Matrix mit Nullen in der
Hauptdiagonalen und sonst {iberall Einsen, und A = (a;;) die reelle
(aw +1) x n- Matrix mit a;; = 1 falls v; € A, und a;; = 0 sonst. Analog
sei B = (b;;) die reelle n x (aw + 1) Matrix mit b;; = 1 falls v; € K; und
b;; = 0 sonst. Nun gilt |A; N K;| = 0 fiir alle ¢ nach Wahl der Kj;, und
daher A; N K; # 0 und somit |A; N K| = 1 fiir alle ¢ # j, nach (4).

Demnach gilt

AB = J.

Da J invertierbar ist, hat A den Rang aw + 1. Es folgt n > aw +1, was
(%) fiir H := G widerspricht. O

Gemaf Satz 4.2.5 konnen wir keinen K"-Teilgraphen erzwingen,
selbst fiir 4 = 3, indem wir die chromatische Zahl eines Graphen grof} ge-
nug machen. Dies ist jedoch moglich fiir Graphen mit bestimmten Eigen-
schaften. Dadurch kénnen solche Eigenschaften, die zunéchst vielleicht
unmotiviert und kiinstlich erschienen, nachtraglich interessant werden.

Die Graphen G etwa, fiir die weder G noch G einen ungeraden Kreis
der Lange > 5 induziert enthélt, bilden eine auf den ersten Blick kaum
interessante Klasse: zu unnatiirlich ist die sie bestimmende Eigenschaft.
Durch Satz 4.5.3 jedoch wird die Klasse interessant: danach enthalten
k-chromatische solche Graphen einen K*, und mit ihm einen lokalen
Grund dafiir, dass sie nicht mit weniger als k£ Farben farbbar sind.

Allgemeiner nennt man eine Klasse G von Graphen y-beschrinkt,
wenn es eine Funktion f:N — N gibt mit x(G) < f(r) fiir alle Gra-
phen G 2 K" in G. In solchen Graphen kénnen wir somit einen K"-
Teilgraphen erzwingen, indem wir x gréfier machen als f(r).

Satz 4.5.7. (Scott & Seymour 2014, (ii) mit Chudnovsky 2015)

(i) Die Graphen G, fiir die weder G noch G einen ungeraden Kreis delr
Lénge > 5 induziert enthélt, sind y-beschrénkt mit f(r) = 22" .

(ii) Fiir jedes ¢ € N sind die Graphen ohne induzierten Kreis der Linge
mindestens ¢ ebenfalls x-beschrinkt.

Satz 4.5.7 wirft die Frage auf, ob wir die beiden Eigenschaften kom-
binieren kénnen: sind auch diejenigen Graphen y-beschriinkt, die ledig-
lich keinen ungeraden Kreis der Linge > ¢ induziert enthalten? Dies ist
in der Tat eine alte Vermutung von Gyarfés, die Satz 4.5.7 motiviert hat.

X-
beschrénkt
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160 4. Farbungen

unter anderem die Listenversion des Satzes von Brooks; einen kiirzeren Be-
weis geben A.V.Kostochka, M. Stiebitz und B. Wirth, The colour theorems of
Brooks and Gallai extended, Discrete Math. 162 (1996) 299-303. Voigt (1993)
konstruierte einen ebenen Graphen mit 238 Ecken, der nicht 4-listenfarbbar
ist; Thomassens Listenversion des Fiinffarbensatzes ist somit bestmoglich.

Sowohl die Listenfarbungsvermutung als auch Galvins Beweis des bipar-
titen Falls gelten allgemeiner fiir Multigraphen. Unser Beweis von Satz 4.4.4
folgt Galvins Originalarbeit; eine etwas kompaktere Fassung, in der die ge-
richteten Kantengraphen und ihre Kerne nicht explizit auftreten sondern in
das Hauptargument integriert sind, gibt Slivnik in Comb. Probab. Comput. 5
(1996), 91-94.

Einen Uberblick iiber Resultate, Techniken und offene Probleme aus dem
Bereich der Listenfarbungen gibt N. Alon, Restricted colorings of graphs, in
(K. Walker, Hrsg.): Surveys in Combinatorics, LMS Lecture Notes 187, Cam-
bridge University Press 1993. Dort findet sich auch ein Beweis von Satz 4.4.1.
Kahn (1994) zeigte, dass die Listenfirbungsvermutung asymptotisch richtig
ist: fiir jedes € > 0 gilt ch’(G) < (1+¢)A(G) fiir alle Graphen G mit hinrei-
chend groBem A(G).

Die Totalfirbungsvermutung (Ubung 32) wurde um 1965 unabhiingig von
Vizing und Behzad aufgestellt; sieche Jensen & Toft.

Eine leicht lesbare Einfiihrung in perfekte Graphen samt Anwendungen
gibt M.C. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Acade-
mic Press 1980. Eine umfassendere Behandlung gibt A. Schrijver, Combinato-
rial optimization, Springer 2003. Ubersichtsartikel zu unterschiedlichen Aspek-
ten perfekter Graphen finden sich in Perfect Graphs von J. Ramirez-Alfonsin &
B.Reed (eds.), Wiley 2001. Unser erster Beweis von Satz 4.5.4 folgt Lovasz's
Ubersichtsartikel in L.W. Beineke & R.J. Wilson (Hrsg.), Selected Topics in
Graph Theory 2, Academic Press 1983. Unser zweiter Beweis, der Beweis des
Satzes 4.5.6, ist von G.S. Gasparian, Minimal imperfect graphs: a simple ap-
proach, Combinatorica 16 (1996), 209-212. Satz 4.5.3 wurde von Chudnovsky,
Robertson, Seymour und Thomas bewiesen, The strong perfect graph theorem,
Ann. Math. 164 (2006), 51-229, arXiv:math/0212070. Eine leichter zuging-
liche Ubersicht iiber den Beweis gibt N. Trotignon in arXiv:1301.5149. Chud-
novsky, Cornuejols, Liu, Seymour und Vuskovié, Recognizing Berge graphs,
Combinatorica 25 (2005), 143-186, entwarfen einen Algorithmus mit Lauf-
zeit O(ng), der den Inputgraphen auf die Existenz von ungeraden ,,Lochern®
(ungeraden Kreise der Linge > 5) und ungeraden ,Antilschern“ (Komple-
mente von Léchern) als Untergraphen testet, und nach Satz 4.5.3 damit auf
Perfektion.

Die Vermutung von Gyarfas iiber y-Beschrinktheit, die Pate stand fiir
Satz 4.5.7, ist aus A.Gyarfas, Problems from the world surrounding perfect
graphs, Proceedings of the International Conference on Combinatorial Ana-
lysis and its Applications (Pokrzywna, 1985), Zastos. Mat.19 (1987), 413-
441. Teil (i) des Satzes ist von A.Scott and P.D.Seymour, arXiv:1410.4118,
Teil (ii) von diesen Autoren zusammen mit M. Chudnovsky, arXiv:1506.02232.
Ein hiermit zusammenhingendes interessantes Problem ist die Erdds-Hajnal-
Vermutung, dass die Graphen G, die einen beliebigen festen Graphen H nicht
als Untergraphen enthalten, lineargrofg Mengen paarweise benachbarter oder
paarweise nicht benachbarter Ecken enthalten miissen, Siehe auch Kapitel 7.1.


http://arxiv.org/abs/math/0212070
http://arxiv.org/abs/1301.5149
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7.1 Der Satz von Ramsey 221

Und wie der folgende Beweis zeigt, reichen s = 2r — 3 Ecken v; aus, um
unter ihnen in der Tat die Ecken eines K" oder K™ in G zu finden.

Satz 7.1.1. (Ramsey 1930)

Zu jedem r € N gibt es ein n € N mit der Eigenschaft, dass jeder
Graph mit mindestens n Ecken einen K" oder einen K™ als Untergraphen
enthélt.

Beweis. Die Behauptung ist trivial fiir » = 0, 1; im Folgenden sei r > 2.
Es sei n := 2273, und G ein Graph mit mindestens n Ecken. Wir
definieren rekursiv Eckenmengen Vi,...,Vs,._o und Ecken v; € V; in G
mit den folgenden Eigenschaften:

Q) |Vi| =2%727% (i=1,...,2r—2);
(i) Vi € VieanAvioa} (i=2,...,2r—2);
(iii) wv;—1 ist entweder zu jeder oder zu keiner Ecke in V; benachbart

(i=2...,2r—2).

Es sei V; C V(@) irgendeine Menge von 22"~3 Ecken, und v; € Vi
beliebig. Damit ist (i) fiir ¢ = 1 erfiillt; (ii) und (iii) sind trivialerweise
wahr. Zu gegebenem i mit 1 < ¢ < 2r—2seiennun V;_; und v;_1 € V;_4
bereits so gewihlt, dass (i)—(iii) fiir ¢ — 1 gelten. Da

‘Vi—l N {Uz’—l}l — 227‘7171' -1

ungerade ist, hat V;_; eine Teilmenge V;, die (i)—(iii) erfiillt; wir wihlen
v; € V; beliebig.

Unter den 2r — 3 Ecken vq,...,v9,._3 gibt es r — 1 Ecken, die als
v;—1 in (iii) vom gleichen Typ sind: entweder jeweils zu allen Ecken in

V; benachbart oder zu keiner. Da V; die Ecken v;,...,vs,._o enthélt,
induzieren diesg — 1 Ecken zusammen mit vg,_o entsprechend einen
K" oder einen K" in G. O

Die kleinste zu r gehorige Zahl n aus Satz 7.1.1 nennt man die
Ramseyzahl von r; nach unserem Beweis des Satzes ist n < 22773, In
Kapitel 9 werden wir auch eine untere Schranke fiir die Ramseyzahl von
r finden (Satz 9.1.3).

Die grofite Méchtigkeit einer Clique oder stabilen Eckenmenge, die
ein Graph der Ordnung n enthalten muss, ist asymptotisch also lediglich
logarithmisch in n. Sobald wir jedoch irgendeinen festen Graphen als
Untergraphen verbieten, konnte sie viel grofier sein, vieHeieht-sogartinear
mn: die Erdds-Hajnal-Vermutung besagt, dass es zu jedem Graphen H
eine Konstante 6y > 0 gibt, so dass jeder H nicht als Untergraphen
enthaltende Graph G eine Menge von mindestens |G|°# Ecken enthiilt,
die alle benachbart oder alle nicht benachbart sind.

[7.2.2]

Ramsey-
zahl von r
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280 9. Zufallsgraphen

die in R’ zu allen Ecken aus ¢(U) benachbart ist aber zu keiner anderen
Ecke aus dem (endlichen) Bild von ¢, und die auch selbst nicht im Bild
von ¢ liegt. Wir setzen p(v) := o'

Bei jedem geraden Schritt des Definitionsprozesses gehen wir analog
vor mit vertauschten Rollen fiir R und R’: wir betrachten die erste Ecke
v’ in der Aufzihlung von V', die noch nicht im Bild von ¢ liegt, und
setzen ¢(v) = v’ fiir eine neue Ecke v, die unter den Ecken, fiir die ¢
(bzw. 1) bereits definiert wurde, die gleichen Nachbarn und Nicht-
Nachbarn hat wie v'.

Da wir v und v’ jeweils minimal wihlen, wird die Bijektion auf ganz
V und ganz V' definiert, und offensichtlich ist sie ein Isomorphismus.

(ii) Fiir je zwei feste disjunkte, endliche Mengen U, W C N ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Ecke v ¢ U UW nicht wie in Po mit UUW
verbunden ist (zu jeder Ecke in U aber zu keiner in W), eine Zahl r < 1,
die nur von U und W abhéngt. Die Wahrscheinlichkeit, dass von k Ecken
v ¢ UUW keine wie in Py, zu U UW benachbart ist, ist dann 7*, was
fiir K — oo gegen null geht. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine
der unendlich vielen Ecken auferhalb von U UW die Bedingung P fiir
diese Mengen U und W erfiillt, gleich null.

Nun gibt es aber nur abzahlbar viele Wahlen endlicher Eckenmengen
U und W. Da die Vereinigung abzihlbar vieler Teilmengen von G(Rg, p)
mit Maf3 null wiederum das Maf3 null hat, ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Poo fiir irgendwelche Mengen U und W fehlschlédgt, immer noch null.
Somit hat G € G(Xg,p) die Eigenschaft P, mit Wahrscheinlichkeit 1.
Zusammen mit (i) bedeutet dies, dass fast sicher G ~ R gilt. O

Wie koénnen wir uns das Paradox erkldren, dass das Ergebnis un-
endlich vieler unabhéngiger Einzelwahlen von Kanten dermafien vorher-
sagbar ist? Die Antwort liegt natiirlich darin, dass die Eindeutigkeit
von R nur bis auf Isomorphie gilt. Einen Automorphismus fiir einen
unendlichen Graphen mit der Eigenschaft P, zu konstruieren ist aber
viel einfacher, als einen Automorphismus eines endlichen Zufallsgraphen
zu finden. So betrachtet driickt Satz 9.3.5 nicht einen Mangel an Vielfalt
unendlicher Zufallsgraphen aus, sondern vielmehr das hohe Maf§ an Sym-
metrie, die diese Vielfalt verwischt, wenn man die Graphen G € G(Rg, p)
nur bis auf Isomorphie betrachtet.

9.4 Schwellenfunktionen und zweite Momente

Die Aussagen iiber fast alle Graphen, die wir in Abschnitt 9.3 kennen-
lernten, haben einen vielleicht unerwarteten Aspekt gemeinsam: der vor-
ausgesetzte Wert von p spielte in keinem dieser Sétze eine Rolle. Hatte
also fast jeder Graph in G(n;0,99) eine der betrachteten Eigenschaften,
so auch jedey Graph in G(n;0,01).
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310 10. Minoren

von {C, D} ist. Wenn wir keine Orientierung fiir { F, F'} wihlen kénnen,
mit der beide Relationen erfiillt sind, dann existieren Orientierungen
(A,B) < (E,F) < (C, D), die bezeugen, dass {4, B} und {C, D} ge-
schachtelt sind, was unserer Annahme widerspricht.

Somit hat {E, F'} eine Orientierung (E, F), die (E,F) < (A, B)
ebenso wie (E,F) < (C,D) fiir geeignete Orientierungen (A, B) von
{A, B} und (C, D) von {C, D} erfiillt. Wir erhalten, dass die Relati-
on (E,F) < (ANC,BUD) sowie die iibrigen gewiinschten, eher trivia-
leren Relationen (E,F) < (AUC,BND) und (E,F) < (AUD,BNC)
und (E,F) < (CUB, AN D) gelten. O

Beweis von Satz 10.5.4. Wihle eine maximale Folge S geschachtelter
Teilungen in G mit den folgenden Eigenschaften, wobei wir |s| fiir die
Ordnung einer Teilung s schreiben:

(i) jedes s € S unterscheidet irgend zwei Knéuel in G effizient;
(ii) wann immer 7 vor s in S steht, gilt |r| < |s];

(iil) fiir jedes s € S unterscheiden die Teilungen, die vor s in S stehen,
alle Knéuel in G, deren Ordnung Keirer—alg |s| ist, effizient.

Wir behaupten nun, dass S alle Knéuel in G effizient unterscheidet.

Angenommen es gibt Knduel 7,7" in G, die durch eine Teilung ¢
in G unterscheidbar sind, aber durch keine Teilung in S effizient unter-
schieden werden. Wihle 7,7’ und ¢, so dass ¢ von minimaler Ordnung
ist, sagen wir k. Dann unterscheidet ¢ die Knéuel 7 und 7’ effizient, und
insbesondere gilt ¢t ¢ S. Wihle ¢ unter den Teilungen der Ordnung k,
die 7 und 7’ unterscheiden, dass es mit so vielen Teilungen aus S wie
moglich geschachtelt ist.

Nach (iii) haben die Teilungen in S héchstens Ordnung k. Weil wir ¢
nicht an die Folge S anhéngen koénnen, gibt es ein s € .S, sagen wir mit
Ordnung ¢, das ¢ kreuzt. (Auch wenn alle Teilungen aus S Ordnung < k
haben, wird wegen der Minimalitdt von k& durch das Annh#ngen von ¢
an S Eigenschaft (iii) nicht verletzt.) Nach (i) unterscheidet die Teilung s
zwei Knéiuel o and o’ effizient.

Sei t = {A, B}, sagen wir mit (A,B) € 7 und (B, A) € 7/, und
s = {C,D} mit (C,D) € o und (D,C) € ¢'. Weil 7 nicht durch s
von 7/ unterschieden wird, diirfen wir annehmen, dass beide (C, D) ent-
halten. Wir zeigen nun, dass die Winkelteilungen r = {AUC, BN D}
und ' = {BUC, AN D} Ordnung > k haben.

Angenommen |r| < k. Nach Lemma 10.5.5 ist 7 mit jeder Teilung
in S geschachtelt, mit der ¢ es ist, da jede solche Teilung {E, F'} nicht nur
mit ¢ sondern auch mit s geschachtelt, denn beide liegen in S. Zusitz-
lich ist r geschachtelt mit s, welches sich mit ¢ kreuzt. Also ist r mit
mehr Teilungen aus S geschachtelt als t. Dies widerspricht der Wahl
von t, weil r ebenfalls 7 von 7' unterscheidet: mit (A,B) € 7 und
(C,D) € 7ist auch (AUC,BND) € 7, da 7 ein Knéuel ist, wohingegen
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